A betamasztott lemez egy ujabb geometriai feladata
Bevezetés

A ,betamasztott lemez” - probléma mar tobb dolgozatunkban megjelent, még ha nem is
igy neveztiik. Ilyen el6z6 ( ED ) és korabbi ( KD ) dolgozataink:

~ ED — 1: Ismét egy szép statikai feladat ;

~ ED - 2: A betamasztott lemez dltalanosabb feladata ;

~ ED — 3: A betamasztott lemez éleroirol ;

~ KD - 1: Egy derékszogii tetraéder - feladatrol .

A ,betamasztott lemez” - probléma onnan kapta a nevét, hogy egy haromszog alak
lemez csak egy bizonyos helyzetben illeszthetd be egy derékszogi testszogletbe, ugy,
hogy a lemez minden ¢€le végig felfekiidjon. Korabbi geometriai és ezzel 6sszefiiggd
statikai vizsgalodasaink egyik f6 célja éppen ezen egyedi ( egyensulyi ) helyzet meg -
keresése volt. Az ennek kapcsan kapott eredményeinket most egy kicsit masképpen
hasznaljuk fel.

A feladat

Adott:

egy (a, b, ¢) oldalq, altalanos haromszog alaku lemez. Ezt iigy tamasztjuk neki egy

Oxyz derékszogli koordindta - rendszer koordinata - sikjainak, hogy minden éle felfekiid -

jOn azokon.

Keresett:

~ a lemez sikja altal a koordinata - tengelyekbdl lemetszett hosszak
u=u(ab,c),v=v(ab,c),w=w(a,b,c) fiiggvényei,

~ a lemez - sik hajlasanak ¢ = ¢ ( a, b, c ) figgvénye;

~alemez O - t61 mért tavolsaganak d =d ( a, b, ¢ ) fliggvénye.

Utmutatas: a homogén lemez allandé vastagsagat elhanyagolhatjuk.

A megoldashoz el6szor tekintsiik az 1. abrat!

Itt feltlintettiik az adott €s keresett, valamint egyéb segédmennyiségeket is.

llyen pl.: n —az ABC haromszog sikjanak normalvektora, vagy a haromszog a, f, y szogei
IS.

Elsd lepésként alkalmazzuk a koszinusz - tételt !

a’?=b?>+c?*—2-b-c-cosa, (1)



1. &bra
innen:
b%+c?-a?
cosa =————, (2)
majd ebbdl:
b%+c?-a?
b-c-cosa = > : (3)
Az 1. 4bra alapjan Pitagorasz tételével:
u? +v? = c?, (4)
u? + w? = b?, (5)
v2+w?=aqa?. (6)
Most (3),(4),(5)és(6)-tal:
2 20202 2 2
b-c-cosa=u+w+u;v T 2, (7)
Majd ( 3) és ( 7 ) dsszehasonlitasabol:
2 _ b*4c?-a’ Su(ab,c) = b2+022—a2 (8)
Hasonldképpen:
24 212
COS,B=a+C b; (9)

2-a-c



majd ebbdl:

2 2_p2
0vc-cosﬁ=a+c2 "= 2, (10)
innen:
v(a,b,c) = a2+022—b2 (11)
Ugyanigy:

a’+b?-c?

COSy =———; (12)
majd ebbdl:

2 2__,2
cJL-b-cosy=a+b2 © =w?, (13)
innen:
w(a, b, c) = a’tbi-c” (14)
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Masodik lépésként vegyiik szemiigyre a 2. abrat!

2. abra



Innen leolvashato, hogy a D pont koordinatai:

—d-cosi=d- =% (15/1)
xp=d-cosA=d-—=—,
d d?
yD=d-cos,u=d-;=7, (15/2)
da d?
zD=d-cos<p=d-;=W. (15/3)
Minthogy a D pont rajta van az ABC sikon, igy kielégiti annak
LT (16)

alakt — ugynevezett tengelymetszetes — egyenletét.
Ezutan (15)¢és (16) - tal:

2 2 2
Y (17)

u? 2 w2

rendezve:
1 1 1 1

et (18)
A (118 ) egyenlet segitségével adunk valaszt a még hatralévo két kérdésre.
El6bb a ¢ esésvonal - hajlast hatarozzuk meg. Ehhez a 2. dbra mellékdbraja szerint:

d=w-cosq; (19)

most (18 ) és (19) - cel:

1 1 1 1 _

2ttt T s rendezve:

1 11 1 _tgfe

u? + v2 w2 (cosz(p 1) Tow2z (20)

majd (7),(10),(13)és(20) - szal:

1 1 _ tgle

= ; atalakitasokkal:

b-c:cosa ac-cosfB a-b-cosy
1 ( 1 1 ) _ tg%e
c b-cosa a-cosf _a-b-cosy'
1 a-cosfB+b-cosa tg? ] i ..
=. B =—22% . mivel a2. abra szerint is:
¢ b-cosa-a-cosf a-b-cosy
a-cosf+b-cosa=c, ezért

1 tg? . v

=—2?% - majd egyszerisitve:
b-cosa-a-cosf ab-cosy
1 _tg’e

= ; rendezve:
cosa-cosf cosy



osy .
— ; Innen:
cosa-cosf

_ ’ cosy
gy = cosa-cosf (21)

Most (2),(9),(12)és(21)-gyel:

a%+b2—c2
2ab a?+b?—c? 2:a-c-2-b-c
b2+c2-a2? aZ+c2-b2 (b2+c2-a?)-(a2+c2—b?2) 2-a-b

2:b-c 2:a-c

24p2_c2 24p2_c2 ,
=\/ @b ¢ -2-c-c=\/§-c-\/ o ¢ tehat:

(b%2+c2-a?)-(a%+c2-b?) (b%2+c2-a?)-(a?+c2-b?) ’

tg?p =

tgp =2 -c-J @ +hi-c? (22)

(—a?+b2+c?)-(a?-b%+c?) ’
innen:

@(a,b,c) = arctg [\/5 - C J a*+bi-ct ] . (23)

(—a?+b2+c?)(a?2-b%+c?)

Ezutan a d = OD tavolsagot fejezziik ki (a, b, ¢ ) - vel.

Most
101 1 1

+1+ =1 (18)

uz vz w2 dz

atrendezésével:
1 .
d? = ——, innen
Wtz tyz
d=——. (24)
1 1 1
wtztyz

Majd (8), (11), (14)és (24 ) - gyel:
1 1
d == = —
2 2 2 1 1 1
\/b2+cz—a2 Y i \/Zl(b2+cz—a2 t iz pz? a2+b2—cz)
1
vz

L , tehat:

1 1
L 1
\/b2+cz—a2 "a2+c2-p2 " q2+b2-c2




1

(25)

d(a,b,c) =%-

1 1 1
4 4
\/—az+b2+c2 "aZ-b2+c2 a2+bh2-c2

A(8),(11),(14)ésa(23),(25)képletek a kitlizott feladat megoldasat adjak.
Specidlis esetek

Sl)b=a#c: (*)
az ABC haromszog egyenlo szaru;
ekkor (8 ), (11 )¢és( 14) szerint:

u*(a,b,c) = C——j_, (8*)
v(abc)-\/ﬁ \/_; (11*)
2.q2—¢2

w*(a,b,c) = (14*)
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Majd ( 23 ) és ( * ) szerint:
¢*(a,b,c) = arctg [\/E - /2-a622—c2] = arctg[\/Z - (2 Z—z — 1)] ; (23*)

ezutan ( 25 ) és ( * ) szerint:
1 c

* 1. _ *

d (a,b,c)—\/E o ) (25*)
C 2-a“—c 1

ot

S2)b=a=c: (**)
az ABC haromszog szabalyos,
ekkor (8*), (11%*), (14*) és ( **) szerint:

u*(a,b,c) = \[E =
v*™*(a,b,c) = \/: 5 (11**)

w**(a, b, c) —\[;—

(8**)

ﬂlﬁ

(14**)
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Majd ( 23* ) és ( ** ) szerint:
¢ (a,b,c) = arctg( \/7) ~ 54,74°; (23**)

ezutan ( 25 * ) és ( ** ) szerint:
*% _ i ~ . sk
d*”*(a,b,c) = =~ 0,4082 - c. (25**)

Ezzel kitiz6tt céljainkat elértiik.

.

Osszegzés

Ebben a feladatban sokévnyi felhalmozott ismeret lett bemutatva, alkalmazva.

Emellett némelyik 6sszefiiggés szamunkra is 1j.

Az ( a, b, c) oldaly, altalanos haromszog alaku, élei mentén a koordinata - sikoknak
tamaszkodo6 haromszog / lemez térbeli helyzetéta (8 ), (11 ), ( 14 ) képletekkel adott
tengelymetszetekkel egyértelmtien meghataroztuk. Esésvonalanak hajlasata ( 23 ), a
koordinata - rendszer O kezd6pontjatol mért tavolsagat a ( 25 ) képlet adja meg.

A kapott eredményekkel mashol még nemigen talalkoztunk. Hasonlo, illetve egyez6
osszefliggésekkel taldlkozhat még az érdeklddd Olvaso axonometriaval foglalkozo régebbi
dolgozatainkban.
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